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-Die formale Mehrpoltheorie in Betriebsparametern. °

¢

S Wéhrendgdié”Vierpblthaorie heute éllgemeih zum theoretischien

. Rilstzeug jedes Fernmeldetechnikers gerechﬁet wird, ist.ihre Er-
weiterung auf Mehrpole”bisher nur'sehr‘wenig‘bearbéitet wdrden._
ADabel hat man.sich auch nur auf praktisch interessierende Einzel-
‘ fragen beschrankt eine systematlsche Bearbeltung fehlt noch.-

So’ wurden ein Sonderfall dieser Mehrpoltheorle 1n den. belden
-ﬁArbelten von Shi T o K ocizum i 1) behandelt, namllch dle
Theorie der klemmenzahlsymmetrlschen Mehrpole, deren w1cht1g—'* |
_ stes Anwendungobelnplel das Blindel gekoppelter Leltungen ist.
_;Fur den allgbmelnen Fall der klemmenzahlunsymmetrlschen ‘Mehr=
"mpole,,zu denen vor' allem die Welchen gehoren, finden 31ch Bel-

. apiele. 1nsbesondere in dem Buch von, W. Ca e ¥ 2) sow1e in

'.elnem aus dem Instltut von Prof ‘Feldtkeller stammenden Aufsatz7

von G. S c hmn 1 t 4 3). Neuﬂrdlngs wurde .dann in amerlkanl—
schen Arbelten in der Theorie der Mlkrowellen ein w1cht1ges An—,

* 5y wendungsgeblet der Mehrpoltheorle erschlossen.

Dle Mehrpoltheorle glledert sich 1n drei Telle, neben elnem
formalen Teil, der in diesem Berlcht behandelt ‘werden soll, in.
einen anélytischen und elnen‘synthetlschen Tell Dle.analytl-

~ sche Méhrpdlthéorie‘hat-die Aufgabe, in einer gegebenen'Schal-w
tung die_Verfeilung der Spannungen und Strome zu berechnen; sie
: ist grundsétzlich‘bereits von Kirchho f £ im Jahre 1847 -
) gelﬁsf. In der synthetischen-Mehrpoltheorie sind umgekehrt
Eigenschaftén der Schaltung vorgeschrieben und die Schaltung
~wird ‘gesucht. Hier_sind'bésonders in dem wichtigen Sonderfall
'deS‘Vierpols béreits eine Flille von Einzelergébnissen vorhanden,

7/

.l) S K01zum1 Mehrpolleltungstheorle, Arch Elektrotechn XXXIII
y (1939), 5. 171 - 188
Untersuchung ilber die Fortpflanzungserschelnungen
- in einer. unuymmetrlschen Mehrpolleltung, Arch.
: 3 - - Elektrotechn. XXXIII'(1939), S. 609 - 622
2
.0 We

; Cauer - Theorie der linearen Wechselstromschaltungen,
al -~ 2. Aufl., Berlin 1954

3) G. Schmitt Ersatzschaltbllder von Sechspolen und hoherpoll—
S . gen Schaltungen, Arch. Elektrotechn. XL (1951)
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;von elner allumfassenden Theorle 1st man Jedoch noch welt ent— g‘
_;fernt, R S ‘ ‘

) Die. Aufgabe der hler behandelten formalen Mehrpoltheorle kann
" ‘man s1oh an’ 1hrem prlmltlvsten Sonderfall, dem Zwelpol klar-\

~{machen. An sich konnte .man dle Strome und Spannungen durch

Integration der leferentlalglelchungen und Bestlmmung der

’ Integratlonskonstanten gew1nnen. Man kann aber dle Rechnungen
'4wesent110h verelnfachen, wenn-man. erstens den komplexen Pro—‘:”
portlonalltatsfaktor zw1schen Spannung und Strom, d. h den
Wlderstand bzw. den Leltwert elnfuhrt, zweltens dle 1n dlesemT-

v cPall sehr elnfache Beziehung zw1schen belden herstellt (belde'f;f

"31nd re21prok zuelnander) und drlttens ‘den Zusammenhang mit -

 der Schaltung anglbt (Addltlon der Wlderstande bei Relhen—r

“schaltung und der Leltwerte bel Parallelschaltung) Dle ent« fi 
sprechenden drel Probleme flndet man dn der formalen Vlerpol-r”'

f‘;,theorle w1eder'

;}jl) Deflnltlon der Elngangsw1derstande und - 1extwerte ( Strom.»'

o und Spannung an den glelchen Klemmen), der Kernw1derstandeﬂ

Apund - leltwerte (Strom und' 'Spannung an verschiedenen Klem-“
men), der Uebersetzungen (Strom— bzw..Spannungsverhalt—:

: nlsse an verschledenen Klemmen) sowie d1e entsprechenden:'
*Grossen 1n der Wellenparameterdarstellung.y"j g :

““2) Be21ehungen dleser Grossen unterelnander. ; ‘-\‘
'3) Berechnung dleser Grossen fur Zusammenschaltungen von Vler—_f
"polen.kﬁ ,g“ ' "

;ﬁInsbesondere dleser letzte Punkt 1asst s1ch nur dann uber-

, s1chtllch darstellen, wenn man, Wle es: erstmallg A B g _ ’ ﬁ 

. ke L lie p, pnd 8 & recker getan haben, von der

' Matrlzenrechnung Gebrauch macht ~Man kommt 50 zZu den Regeln
der Multlpllkatlon der Kettenmatrlzen be1 Kettenschaltung

4 und der Addltlon der Leltwertmatrlzen, Wlderstandsmatrlzen

’bzw. Relhenparallelmatrlzen bel Parallelschaltung, Relhen-

schaltung bzw. Relhenparallelschaltung der Vlerpole.v '

‘ D1e Erwelterung dleser formalen Vlerpoltheorle zu elner for—:i_
.,.malen Mehrpoltheorle lasst 51oh, Wle in dlesem Berlcht gezelgt"
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' wird" 50 durchfuhren, dass dle Deflnltlonen nach Punkt 1) grund-/_
”satzllch trhalten blelben, nur ‘werden die. EingangSW1derstande
und - leltwerte, die Kernw1derstande und -1e1twerte, sowie ‘die
‘Uebersetzungen Jetzt Matrlzen. Ebenso bleiben die B921ehungen
zw1schen diesen Grossen nach Punkt 2) und die Regeln fur die
'Zusammenschaltungen der Mehrpole. nach Punkt 3) erhalten, wobei
Jedoch die Schreibweise der Mehrpolformeln gegeniiber den Vler-"
polformeln 1nsofern unwesentllch komp11z1erter ist, als wegen . B
. der Nlchtvertausohbarkelt der Matrizen die vordere und 4is- - -
<-h1ntere Multlpllkatlon bzw. Division unterschleden werden mis- -
sen. Das Ergebnls dleses Berlchtes besteht also darln, dass bei

“w_Verwendung der Matrlzenrechnung die Mehrpolformeln trotz 1hrer

 -sehr viel grosseren Allgemelnhelt die gleichen sind wie die
'Vlerpolformeln, nur dass man bel den letzteren nicht an dle
-Relhenfolge der Faktoren gebunden 1st '

In der formalen Mehrpoltheorle werden also dle Strome und
'Spannungen elner elektrlschen Schaltung auf mehrere verschledene\
'~Arten miteinander verknupft und es werden die Umrechnungsfor-
 meln untereinander abgeleltet Diese Formeln haben Jedoch einen
ausserordentllch v1el grosseren Anwendungsberelch als nur hier.

~in der Theorle der’ elektrlschen Mehrpole° Sie- gelten namllch

‘ 'ganz allgemein fiir Systeme 11nearer Glelchungen, dle zwel
"Gruppen von: Veranderllchen von je gleicher Dlmen51on (entsprech-

'f'f.end den Stromen und den Spannungen) mltelnander verknupfen,
" g, B. auch fiir. mechanlsche Schw1ngungsprobleme‘ Wenn wir hler

'diese Formeln zwar ausschllessllch in dexr Begrlffswelt der
7e1ektr1schen Netzwerke ahleiten,  so 31nd sie. doch ohne  weiteres
auch 1m allgemelnen Fall anwendbar. ” RS e o

Bezeichnungen.“

Dle Schaltelemente des Mehrpols._

Bin 11nearer Mehrpol 1st elne Schaltung aus .

Indukt1v1taten,
“Kapaz1taten, b,
J“ohmschen Wlderstanden und Leltwerten, :
idealen 'Uebersetzern, (d.h. festgekoppelten Spar—
i'ubertragern unendlich hoher Indukt1v1tat) '



?QQ;];fPotentlalentkopplern (d h, festgekoppelten Ueberf }: 
'u;'j_jtragern unendlicher. ‘hoher Induktivitédt mit-zwei . . -

getrennten chklungen mlt dem Uebersetzungsver— Mo
~ha1tnls F :_1,‘_ : e .‘f

"zllnearen Lelstungsventllen (d h.‘spannungs- oder k;5 --

"fstromgesteuerten Strom- oder Spannungsquellen,
w1 forealisiert durch 1deale Elektronenrohren oder B
va,cw Tran31storen) : - dph
   E1n solcher Mehrpol hat elne Anzahl von aussen zugangllchen
r».Klemmen. Er w1rd an dlesen Klemmen durch unabhanglge Eln—.

-  ~stromungen oder Urspannungen erregt Im Inneren des Mehrpols

5 f;sollen 31ch kelne Elnstromungen oder Urspannungen beflnden.‘_-' :

.“ffErdhnSymmétfiSChefund erdfréie'Mehrpolé:f9

 fBe1 den erdunsvmmetrlschen Mehrpolen nach Abb 1 werdenlsamt-_‘,;

;‘f}llche Klemmenspannungen gegenuber elner Klemme, der Erdklemme _

.flhlneln und aus der Erdklemme w1eder hlnaus. i

igemessen und alle Strome fllessen L, die elnzelnen Klemmen

}
B

]
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L AbbL L Erdunsymmetrlscher o Abb-}?gErdfreiéf,Mehrpbl7?'ifff
~1 2 g 1 IS, Mehrpol &g, o ; " PR Pt Pt
  Scha1tet man an Jede Klemme gegen Erde nach Abb 2‘einéhb‘”xw
' 'Potentlalentkoppler, so erhalt man elnen Mehrpol mlt erd-~

'frelen Klemmen, den wir kurz als erdfreien. Mehrpol bezelchnen SR

2 wollen, Bel ‘ihm kann Jede chmme ein belleblges Potentlal

’gegen Erde haben, von Interesse’ 1st nur die- Potentlaldlffe-
7 _renz (Spannung) Jedes Klemmenpaares. Hat der e“dunsymmetrlsche K
i“iMehrpol n’ + 1 Klemmen, so hat der erdfrele Mehrpol 2 n e

Z;Klemmen baw. n KTPmm@nnaare.‘ ‘ ¥ Th v :



Klemmenzahlsymmetrie}

Wir konnen die“Kiemmen eines Mehrpols zu zwei oder mehr
Klemmengruppen zusammenfassen, wobei bei. erdunsymmetrlschen
Mehrpolen die Erdklemme in. samtllchen Gruppen enthalten sein.
muss. Z.B. kann man bel nlﬁer erdunsymmetrlschen Hochtlefwelche
drei Klemmengruppen unterschelden, wobel jede Gruppe allerdlngSQ
nur aus einer Klemme und der Erdklemme besteht Man kann aber '
| auch zwei Klemmengruppen bllden, némlich eine Gruppe mlt'zwei
Klemmen und Erde und ‘die andere mit einer Klemme und Erde. er'
. wollen im folgenden ‘bei allen’ Mehrpolen die Klemmen in zwei
‘Klemmengruppen unterteilen. Diese’ kdnnen glelche oder’ verschle—.'

, ~ dene Klemmenzahlen haben, (Klemmenzahl Symmetrie bzw. Un-.

_sxmmetrle). Ein Belsplel elnes klemmenzahlunsymmetrlschen Mehr—-
'~pols 1st die oben erwihnte Hochtlefwelche, ein Biindel gekoppel-
_ter Leltungen 1st dagegen eln klemmenzahlsymmetrlscher Mehrpol.

D;e-den Mehrpol erregenden;Elnstromungen und Urspannungen sol-‘
~len nur an éiner’Klemmengruppe”angreifén, diese Gruppe ‘wollen
"w1r als die Elngangsklemmen, die andere Gruppe als dle Aus-
‘gangsklemmen bezeichnen. ' '

_WiderStahdsﬁLéngssymmetrié und Uebertragﬁngssymmetrié;"

Klémmehzéhlsymmetrische-Mehrpole,fdie beim Vertauséhen der Ein-

. gangs- und Ausgaﬁgskleﬁmen in ihrem Verhalten nach aussen

keinen Unterschied zeigen, heissen widerstands-lingssymmetrisch,

_Mehrpoielohné Leistungsventile heissen‘ﬁbertragungssymmetrisch32

SYmmetrische Vorzéichén und Keftenvorzeicheh;

Die Richtﬁngspfeilehdér-Strbmé und:Spannungen an einem erd-
'.unsymmetrischeﬁ Mehfpol‘wahlt man im allgeméinen nach Abb. .
d.h. die Spannungen werden von der Klemme zur Erde positiv
gerechnet und sémtliche in d1e Klemmen (ausser. der Erdklemme)

' hlnelnfllessenden Strome - sollen p081t1v seln.leese Vorzeichen .

3) Diese von Feldtkeller neuerdings gebrauchte Bezeichnung

- . erscheint zweckmassiger als die frilhere Bezeichnung "um-
~kehrbar", die man lelcht mit der Wlderstands Langssymmetrle,
'verwechselt. RS ; _

‘-6--‘-,'
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"AAbb 3 Symmetrlsche Vorzelcheni; Abb 4 Kettenvorzelchen am
' ¢+ am Mehrpol SR ,./"; Mehrpol

; nach Abb 3 wollen w1r als symmetrlsche Vorzelchen bezelchnen4)
' Bei klemmenzahlsymmetrlschen Mehrpolen, dle man 1n Kette schal-
‘3ten kann, ist- es Jedoch meist zweckmassmg, bel den Elngangs—'
stromen nach w1e vor die hlnelnfllessenden, be1 den. Ausgangs—<
\‘stromen aber dle herausfliessenden Strome pos1t1v zu rechnen

" (Abb. 4). Diese Vorzeichen wollen wir als Kettenvorzeichen @

4’,bezelchnen. Es muss bei Jeder Rechnung angegeben seln, ob
'~symmetr1sche oder Kettenvorzelchen gelten. o ‘ ’

“Dis: L'ei'tw'ert'mafrix' aes‘ M‘eh‘r‘bolé; :

v}'Da es 31ch um elnen llnearen Mehrpol handelt, 1st Jeder Klemmen—w
 strom eineé llneare Funktlon samtllcher Klemmenspannungen. Das

s0 entstehende lineare System von m. + n Glelchungen (be1 m Eln-‘t”l

 ‘gangsklemmen ungnn Ausgangsklemmen) der Strome als Funktlon der  '
“:Klemmenspannung7ﬁennt man d1e Mehrpolglelchungen in Leltwert-

form. In Matrlzenform geschrleben erhalt man dafur unter Be—';gf‘;’
j'nutzung der komplexen . Schrelbwelse. _ ,Jj,; r~ 3
| S T e S AL B
1m+1_r-‘ ot :um+i'~ ' |
y a;§1m+n,*»vgi*f\&um+n./*"

4> Bei- erdfrelen Mehrpolen wahlt man 1n Jedem Klemmenpaar elne.("
belleblge Klemme als pos1t1ve Spannungsklemme.
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- Dabei ist die Leitwertmatrix y eine quadratische Matrix mit

U m s n Reihen, deren Elemente i.a. komplex sind und die die Di-

‘; mension von Leitwerten haben. Piir den Fall der Uebertragungs-

,symmetrle ist bei symmetrlschen Vorzelchen y symmetrlsch, d.h.
splegelblldllch zur Hauptdlagonalen.

Klemmenzahl-unsymmetriséhe Mehrpole._

7Al) Definition der verschiedenen NetzWerkmétrizen;_

é)'DieJLeitwertmaﬁrix.

' ‘Wénn'wir zwei Gruppen von Klemmen,\die Eingahgsklemmenr
und die ‘Ausgangsklemmén unterscheiden, zerf#llt 'die Leit-
‘wertmatrix in 4 Teilmatrizen, Mit den Definitionen der -

Eingangsgrossen
'Iﬁf 3_) 2odE ) e  '-- i (23)-
U - 4\~ A h e wd '

und der-Ausgangsgrissen

AT s e Pt | S
b2 IR S R PPN T
Y+ | tmen/ -
‘erhaltén wir die Mehrpolgleichungen in Leitwertform: .
AN T (vl) e
“g Yor:¥2) N2l . o0 e
"Es gibt folgende drei Formen dleses Systems von Matrlzen-
‘-glelchungen.' ' N
, . , 'U,- ) ' J” .‘]u) " zz’ fJ E a
J’_ = Ju 8,0 Y Bigee l' LR 3 o Ju | Yu . 4
: . e 4% | B 9% I : % . , '
eA Yo Pl U, 2 | Y = , “ % i i | Yu ?t&
= m>1r '.f | ";F Cmln e v5\ m=mn
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; fEs 81nd also in Jedem Fall yli und y22 quadratlsche Matris: -

izen, wir. konnen s1e daher im allgemelnen als regular vor—f‘

. aussetzen (also det y11 £ 0 und det Vo5 % 0, 80 dass die gfﬂ f\

ti ;rez1proken Matrlzen yll und y22 : eXlstleren) m,;%y:s-‘ 
; T)Falle der Klemmenzahlsymmetrle (m-_ n), den w1r spater

S  besonders behandeln wollen, konnen w1r dlese Voraussetzung S

.auch”, fur y12 und y21 machen, d1e im. allgemelnen Fall

m # n rechtecklg 31nd, also dann bestlmmt kelne rez1prokeiﬂ.f ‘

J Matrlx haben,‘} ~_:

ﬂfDie\Widerstandémaﬁfik;;:lff

ﬂStellt man umgekehrt d1e Spannungen als Funktlon der Strome?'

,dar, so erhalt man dle Wlderstandsform der Mehrpolglelchun-;
gen‘?,‘ : ‘ ‘

2 N\ "\ Wog Wag ] Ndof ¥ooril el D U
“ o e 5 o I ' N L I P C A e R

Reiheﬁpéfallélmatfii'undﬁPafailélfeihenmatriX;‘4

*wael weltere Verknupfungsmogllchkelten der v1er Vektoren '; ‘

,“»’U !

1, UZ’le’ J2 331nd dle folgenden.f"

h ,-:,Q U o HON T\ “7"; fi~”fu57f:. v.1,
gt H | (n 12) (l> g Y
?’.)‘j‘;~ q2:.,‘ 21  22'; .‘U2 flﬂi%f'ffk” ”f;qu‘ fv'}
. ’”SGEW J J' gv »gat “;:l?, ’~?iili,f ’  ;A4?r&;ﬁrj' ;
_ ( 1) N ( 11 1é) )5( i)‘~¢v\ Rechrrre e
K 821 €22/ " \%2 ‘7,f-‘ *1A'fi',”,f.I"“ i

:_Dle Bezelchnungen "Relhenparallelmatrlx" fur (5) und’
v'"Parallelrelhenmatrlx" fiir - (6) hangen mlt der Zusammen-?

l|

l

”schaltung von Mehrpolen zusammen und sollen an andererv””'
‘EStelle erortert werden° Fur Vlerpole deflnlert Feldtkeller
i elne von. (5) abwelohende Form der. Relhenparallelmatrlx

FACAS <D11 Dlz) B (Uz) f ,:-"7»” '1‘%£7) ﬁ:;
a8 . B e e it S (Y RS
’2‘, D21 D22 Jl ;? iv” 4 Z.  ¢15> g By g

';7fd1e d1e Forderung erfullt dass dle belden Elemente der. 

;'Hauptdlagonalen dle glelche Dlmen81on haben. Es 1st

i . 1 P . e . e g 2 £ o . , - " : F
S v . © v " % . 5 : E g T 9 3
. 5 . i v el . P e B B8 we Caewox . 5 - . — S
A, P g o B ¥ . . . & W t ¥ g | B o wy o - .
- 5 . “ , A8 7 c Y g 3 g " 4
5o ug < 5 . o . - g . W e SRS
X ] . a, i . : 6 Iy qE i
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"y WK gt DT (hll hlé)' (D12D11> R e (7) g
5 o \BapiBagfe \Dgp Doy /ot PEANRE
'Elne Gegenuberstcllung der Formeln nach belden Deflnltlonen
zelgt Jedpch, dass die Deflnltlon dgr ‘h-Parameter nach (5),
die z.B.-in der amerikanischen Transistorliteratur iblich ist,
'zweckmas51ger ist. Z.B. erglbt gich bel der Erwelterung auf

'Mehrpole fiir die Feldtkellersche Deflnltlon folgende Form der
Tellmatrlzen"‘ *

D1yl P Ty Y

Dpq Dzz!

F wahrend bel der Deflnltlon (5) wie bel allen ubrlgen Netzwerk—
_}matrlzen d1e Tellmatrlzen der Hauptdlagonale quadratlsch 51nd.

" Dfe beiden lekiten Matrizen, diefnoch‘mbglich sinq, némlich

:.die‘Kettehmatrix vorwdrts und riickwdrts, lassen sich nur fur

| 2

den Scnderfali'der‘KlemmenZahlsymmetfié (m.é n) definieren.

Beziehungen zwischen den einzelnen Netzwerkmatrizen.

Es 1st lelcht mogllch, d1e verschledenen Formen der Netzwerk—

‘ ;gle1chungen (%) und (6) 1ne1nander Uberzufihren und dadurch

‘die Teilmatrizen der einen Form als Funktion der Teilmatrizen
der anderen auszudrucken. Tabelle 2 zelgt dlese Zusammenhange,
die den Uebergang von der einen Form in. die andere “ermdglichen.
~Bei der Berechnung ist Jedooh streng darauf zu achten, dass es
sich immer um Matrlzenglelchungen handelt. Insbesondere mus s
man die vorderen und die hlnteren Multlpllkatlonen auselnander»‘

'halten, man darf also nicht ohne welteres die Relhenfolge der

1Faktoren vertauschen._Ausserdem muss man 31ch vor der Blldung
der reziproken Matrlx davon uberzeugen, dass die Matrlx regulér
-ist, d.h, dass 1hre Determlnante von Null verschleden ist. -Da~
- zu 1ist elne notwendlge Voraussetzung, dass die Matrix qua-
dratlsch 1st .Die Matrizen mit ungleichen Indizes y12’ Vo1

12, W2l’ h12, h21 und 8109 g21'31nd bei klemmenzahlunsymme—
trlschen Mehrpolen rechtecklg, haben also in diesem Fall

'schon aus dlesem Grunde kelne Re21proke. Von. den Matrlzen

=10 -

)
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‘”;‘mlt glelchen Indlzes yll’ y22 usw.rkonnen und wollen W1r je-fff'Qf;
'doch Regularltat voraussetzen.»~‘ 5 Lo e

xDle Deflnltlonen der Netzwerkmatrlzen (3) und (6) sow1e dle

i{ welterhln abgelelteten Be21ehungen der Matrlzen unterelnander
"zgelten zunachst fiir symmetrlsche Vorzelchen.vblﬁ'Formeln blel-

ifben Jedoch unverandert wenn man . 1n allen Fallen Kettenvor—&

-   ze1chen annlmmt In Tabelle B 1st daher vermerkt, dass d1e

Formeln fur symmetrlsche Vorzelchen ‘oder fir Kettenvorzelchen B

'Vﬁgélten. Rechnet man’ jedoch tellwelse in symmetrlschen Vor—/“'-hnﬁ

e Formeln Vorzelchenanderungen auf 14 RO 4

.Zeichen und. teilweise in Kettenvorzelchen, dann treten in den e

g e, B 3 ';,' 23
e o L g g 3 .
k]

. er wollen hier als Belsplel elnlge Be21ehungen der Tabelle 2
oabledtens’ Lol |

: ;. ﬁa) Leltwerkmatrlx-—»Wlderstandsmatrlx:Jfﬂ}Fluf”

Nach (3) Jl .=' yllUl + y12U2 "_“.,j;‘a?"‘:“ * e (Ba) ; ., "
v '52J2’= y21U1 A y22U2 1,','; 'ﬂf ’f5~{w | (Bb): r:1

Lyliiiaus (Ba) durch vordere Multlpllkatlon mlt yll’ der Rezipro-f;,ib
*“;ﬂ]ken von, yll e i _‘f G R
gt Py i - %”7‘a§f --“xwf' iy T
jfﬁqu— yllJl yllleU f1;~ ” ~f1'3‘7\_£3éj)51¢'
”d“- ﬁE1nsetzen 1n (Bb)

' Je ‘ y21yllJ1 - y21y11y12U2 + yzzUz e L g

(yzz“ y21y11Y12)U2 ‘ ”y21Y11J1 4 Jz

‘ur’?Unter der Voraussetzung, dass det (y22 - y21y11y12) # O lst ﬂ:ln

--erhalten w1r daraus durch vordere Multlpllkatlon d1e zwelte:';f
o Glelchung der Wlderstandsform._ iy i :

ﬁ ‘=>-(y22-y21y11y12) 1y21y11J1+(y22“y21Y11y12) lJz ?97f N
‘T*f,"'W21J1+W22J2 s e .ﬁ-:xui~.-_=;va‘j_ 4500
ﬁfﬁfAndererselts’erglbt SlCh durch vordere Multlpllkatlon mlt

'f«ygé aus - (3b) S ‘1‘ el s By e S B e

,  ‘U2,—jY22f2 =, y223’21U1 355y P8 el '*‘ii:]“ e

i
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Durch Elnsetzen in (Ba) erhalten wir damlt Ain glelcher Welse w1e

a;oben unter der Voraussetzung det (y11 y12y2%y21) % 0 d1e
: erste Glelchung der Wlderstandsform. :

-1
2J2

s

=7
1 = (Y11 Y12Y22y21) -(yll yl2y22y21) Y1292

L "4a)

f-ibamlt 1st dle Umformung Leltwertmatrlx - Wlderstandsmatrlx durch—
) gefuhrto. ‘ ' ‘

;Es glbt allerdlngs noch elnen anderen Weg hlerfur. Setzt man B

namllch, um .(4a) zu erhalten, (4b) in (3a ) eln, S0 erhalt man'

| -1 | s 1]
Ul 5 [yll+ylly12(y22"y21yllyl2) y213’11 Iy

yllylz(yzz“yzlyllylz) 1J2 » : Do T gl et ¥ ‘”<4ax)-

Damlt dleses Ergebnls mit (4a) uberelnstlmmt, milssen elnerselts:

.- die belden Faktoren von J2 glelch seln. Es muss also die Be-

! 21ehung gelten.A

| -1 -1, -1 T
i Yllylz(yzz'yzlyllylz) - (yll y123’223’21) y125’22 - ~ (4¢)

_gderen Rlchtlgkelt man durch vordere Multlpllkatlon mlt
‘(yll'y12y22y21) und hlntere Multlpllkatlon m1t(y22~y21ylly12)

“,nachwelsen kann.

" ‘M1t Hllfe der B821ehung (40) lasst 81ch auch zelgen, dass die
"gf' Faktoren von Jq in (4a) und (4ax) glelch s1nd.\

Da w ¥_y ist, gelten d1e Gleichungen (4a), (4b) und die Be-

»‘21ehung (40) ganz allgemein- fur die Blldung der rez1proken

Matrlt elner aus. 4 Tellmatrlzen bestehenden Matrlx. Man kann -

‘1'51e “daher auch auf folgende Matrlzenbe21ehung7anwenden.

-1

v‘~iy =W 1, h = g g (vgl dle Ergebnlsse in der Zusammen—v

b)

”stellung Tabelle 2).

Leltwertmatrlx - Relhenparallelmatrlx.

\Dle Relhenparallelmatrlx h als ‘Funktion der Leltwertmatrlx y

llest man ohne welteres aus (32') und (Sb') ab Dle umgekehrte |

S 12 =



..\

-ﬁ;fB921ehung erhalt man aus der Deflnltlon (5)

I‘. !
o Fud : i, @

Yy _, .1;JU13f h11J1 + hlez ‘* 'ﬁf;;}§§ﬁfﬂ;};ff'(???,f:
 ”’3”5 , J2f= h21J1 hzzUz ;‘fgf:7l-ff" 77f,(5b)“f¥7?
..... 1 P AL A
7,

LT &

12U _;vfhﬁw?uf“;7ﬂf“3“,f‘,”

1 = h11 1= - By
. gﬁerglbt 31ch berelts dle erste Glelchung der Leltwertform.,;.f'
0 setat man’ dlese GlelChung in- (5b) eln,Aso erhalt man dle**'i?ff

,f ',fzwe1te Glelchung-'ﬁ*”

g: ' Lyl jry 4 Bl
J2 = h e Ul + (h22-h h h

21711 2111’ 12) Uzh

. w:,n,,‘- e

'*C):Wlderstandsmatrlx - Relhenparallelmatrlx.if 

"f;;;Aus (5b) durch vordere Multlpllkatlon mlt hQ%

: =L

% ,2,2“7?”" h2~2’“21J1

;:ferglbt berelts dle zwelte Glelchung der Wlderstandsform.“, ];9;
' ?Elnsetzen 1n (53) R e Pl ‘

jod b5 i
gt SN

1

l-.' E ;J-Vl“}\~\ 5l 4 .
22’ 21J1 'Tig},vvtf:?{f“.y}

+h12 22" 2

h h

Ul" hllJl 12"
“ Kferg1bt dle erste Glelchung,‘so dass man d1e w —‘Matrlx auf~.<:i
V »schre1ben kann, Aus yw =B erhdlt, man elne Kontrolle der oy
f1Rechnung° Nach dem glelchen Schema gew1nnt man dle Relhen— et

'5jparallelmatr1x aus der Wlderstandsmatrlx,bi,[” a

Eﬁg%Klémménzahlééymmetrische5M€hrﬁdié'”<>

"fPiiBel(Beschrankung auf Mehrpole, dle dle glelche Anzahl von Eln—'f*7x

 “gangs- und Ausgangsklemmen haben (m.= n, Klemmenzahlsymmetrle),g_‘7
‘:'verelnfachen s1ch d1e i, Tabelle foif angegebenen Be21ehungen
~jzw1schen den Netzwerkmatrlzen tellwelse etwas. ‘Vor allem aber ﬂx“,
“T gestatten dlese Mehrpole dle Deflnltlon elner Welteren Netz—3~ jjgﬂ
.ewerkmatrlx, der Kettenmatrlx.,{\;_,v' £ - oo ¥ e
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Al

l)'Beziéhungen zwischen den einzelhen'Net2werkmatrizen.~

Bei Klemménzahlsymmetrié éind“sémtliche Teilmatrizen qﬁaw
dratlsch. Wir konnen daher Z. B. voraussetzen det Y10 £ 0,
det y21 # 0, det Wi, # 0, det Woq £ 0. Damit existieren dle

1, lel’ w21l. Man erhalthdann

rez1proken Matrizen y12 g y21
2 B. statt
Wyp = 11 leyzzyzl y12y22
(vgl. (4a) ) durch Beruck31chtlgung der Matrlzenformel
(PQ) - Q-lP"‘l -'(. .. Y5 S .': - | } -
My s (y21 - y22yl2y11) -

Entsprechend ergeben 81ch die Werte fur w21, y12’ y21’ wie
. 81e in der Tabelle 3 zusammengestellt 81nd.

‘ An den Beziehungen zw1schen y und h sow1e w und h ergeben ~‘f
s1ch gegenuber der Klemmenzahlunsymmetrle kelne Vere1nfachun~
gen. ‘

2) Die Kettenmatrix.
In der Kettenform der Nétzwerkgleichungén werden die Eingangs-
. grbssen als Funktion der Ausgangsgridssen dargestellt:

ot T ERRER .
i>= < 11 15).,(2) e e
Vil er e NS LA L
e ( 1 12) s N SV ey
o A21-A2'2 e PRI et

helsst die Kettenmatrlx. Ihre Tellmatrlzen All’ A12’ A21,
A22 81nd quadratlsch

' aie Matrix

Belm Rechnen mlt der Kettenmatrix setzt man zweckmassmg
ausschllessllch Kettenvorzelchen voraus. Doch gelten alle
in Tabélle 3 fiir Uebertragungsunsymmetrle angegebenen Formeln
auch, ‘wenn ‘am Mehrpol symmetrlsche Vorzelchen angenommen
werden ‘ '

= LA



-4 -

© ©'3) Beziehungen der Kettenmatrix zu anderen Matrizen. =

© " 8) Kettonmairix - Teitwertmstoix, -

';Da wir det Y21 % 0 voraussetzen kbnnen, erhalten wir aus‘»lf
(3b) durch. vordere Multlpllkatlon mlt ygll :f,,% -
A 1‘_ yzlyzz 2 y21 2 JUIRNy '~a, (9a),y

:  ”und damlt berelts d1e erste der belden Kettenglelchungen.;fi“
s Setzen~w1r dlese ‘in (3a) eln, so entsteht dle zwelte e e
ol I
“‘Kettenglelchung.j o ' T ) ‘ g o .

| R L €t T e g T
Jl = (y12~f,311Y21y22)Uz AR SR Pl S G L) L

"‘a‘ﬁ):LéitWéftmatfixﬂlfKefténﬁatrixf; 3

‘yr}Durch Verglelch von (9a) und (9b) mlt der Deflnltlon der
7“1fKettenmatr1x (8a) 11est man nachelnander ab. | '

- 321r7l,12’. 12Y227f L y22 = 12 11' 22 = y11 12,,
=d k. l

1 e
22A12 A12A12A11’g

AL A22A12’ * A

21. = y12 y113’213’22 = y12
L 125 Ao 221271 .

“g;,Elne Zusammenstellung dleser Werte der y-Matrlx als Funk-

 t1on der All’ A12, Azl’ A22 zelgt Tabelle 35 Ebenso er-?i _

v ~geben s1ch die in Tabelle 3 zusammengestellten Be21ehungen
'v'zu den’ ubrlgen Matrlzen. Die re21proke Kettenmatrlx kK
'“erhalt man entsprechend y als Funktlon von w oder W als
,fFunktmon von ye o Tl '

L o -1 "_' =\
o (A11 Y A12A22A21) . (A21;- A22A12A11>

(1oif

bt .
(A12 - A11A21A22) (A A21A11A12)

e) Uébertfagungssymmetrie; |

'.’Bel Uebertragungssymmetrle und symmetrlschen Vorzelchen ¥y
"'fs1nd Y- und w symmetrlsche Matrlzen,.d h. 51e 81nd splegel—'

-:.blldllch zur Hauptdlagonalen..gjx“j : ‘;’ :  ‘1‘ ':;,
: ; . B e 15 '
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Bei den ‘hier. verwendeten Kettenvorzelchen 81nd daher die

\'Haupthagonaltellmatrlzen yll’ y22, Wll’ w22 ebenfalls
symmetrlsch d.h. es 1st ‘ :

T8 = T 22 = y22’ g S W11’ Mo =Wy o (11a)
"_Fur die belden ahderen Teilmatedzen gilt jedoch _
,y12 = "y21"wl2 - BRI SRR S (11b)

In KettenparametennAll, A12’ A21, A22 ausgedruckt lauten die-
se Bedlngungen der Uebertragungssymmetrle ‘ s

" A11A12“'A12A11’ A21A22“ A22A21’ A21A11“ A11A21’
Mphoo= Aok L _ “ ! - (12a)

‘AllAéZ by S B0 f“ B, (12b),

Da man Jede NIatrlzenglelchung auch fur dle gesplegelten

- Matrizen anschrelben darf, kann man statt (12b) auch schrel- »
"ben° Lt _

| AzéAii<‘ Aohip = E"“~.

Diese. BeZiehﬁng (12b)'ist insofern Besonders interéSSant,'als

sie: filir den Sonderfall des Vierpols in die bekannte Bedlngung

fir dle Kettendetermlnante ubergeht' ,

det k = A11A22 - A12A21»=v1 e e B (12b")

"L(le) stellt daher eine Verallgemelnerung dleser Kettendeter-
minanten dar._ -

Durch Elnsetzen von (lla) und (11b) erh#lt man fir h und g
‘ folgende Bedlngungen der Uebertragungssymmetrle-‘

hlll. E hil" h22’ = hgg'ﬁr"g'lll = _511: 522 = g 22 ' (;1-38.) ‘
By = Bgyr By = Elp7 -, S = )
Damit ergibt sich statt (10) fiir die reziproke Kettenmatrix:
4 T T i
. - Al el ol |
‘A21 A e
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;d)-Widerétéhassymmétrié_:?5”5,

” fE1n klemmenzahlsymmetrlseher ubertragungssymmetrlscher Mehr- -
".Gpol ist w1derstandslangssymmetr1sch, ‘wenn- sich an seinem" _
Jf Verha1ten beim Vertauschen der Elngangs-_und Ausgangsklemme'v“

" ‘n1chts andert Be1 Verwendung von symmetrlschen Vorzelchen B
_‘ konnte man - dlese Bedlngung 50’ ausdrucken, -dass ‘die Ketten=~ -
B matrlx glelch ihrer. Rez1proken 1st. - ' .

ks EkTT

(15)

}Bel den hler verwendeten Kettenvorzelchen hat man ausserdem
«dle Vorzelchen von J1 und J2 herumzudrehen, a, h.,ln (14)
“:_dle Vorzelchen der 2. Spalte und dle 2 Zelle, SO dass man e

vierha1t~ o ‘ Tk, 's'w,' : R SR T A AT
A e A A, /A L Dt L LY
ok 5Ad* 1A22 A21A1 _*,;g._, el ST R T

‘ D1e Bedlngungen fur d1e Wlderstandssymmetrie 1auten also.

Lk "*;Aéz’_Alz'?ﬂAié?‘AziT?'Aél"fitf"v‘ ".if:g*; (1731

v';:Dle Tellmatrlzen Alz'undkAziwmﬁSSeﬁ alsorin.diééémWFall',f“'
,f symmetr1sch sein. | 2 g s IS

f':_:Durch Elnsetzen von (17a) und (lla) und (l}a) ergeben 31ch
gdle Bedlngungen fur y, w, h und g ' s

7.1311_?ff¥22?, Wllg?'fwzzf' hllw?f’gzzf'gll = gy 6 o EIRY



Tabelle P

‘,Definition‘def'Mehrpolmatfizen.’

UII#,Spalﬁenmatrix.der Eingéngsspannungen,

:Uzﬁ?  L 5-”-»AuSgangsspanhungen

Jl = t‘l, . ‘ n ..’Eingangssi‘brame
Fy = : L 'f""'\AgSgang$stfﬁme, LEoR e

KlemmenzahiunéymmeﬁriSChe'Mehrpole (m £ n)

.uLeifwertmatrix7

- (31)_ ¥11 Y12\ (U1
\d2/ \V21 Y22) \T2)

Widerstandsmatrix

.

'Reihenparallelmatrik

e (Ui)= h11h12) (Jl) |
o\l \Bay, Basf \Uaf

i
TN
s = :
N i
o .l—'
- R
B S S
S )
o -
Ny =~

Parallelreilenmatrix

<(J1 _ [B11 &1z (Ulj ;
\V2/ \821 822/ \72/

Fﬁr_klémmenzahlsymmetrisohe Mehrpole'(m7= n) auséerdem;

Kettenmatrix |

(Ul I o A (fz- .
. T/ \hoa A2/ 2/ -




Symmetrlsche Vorzelchen oder Kettenvorzelchen.

=
Y,

W

‘Tabelle 2

Ul

KiémmenzahlﬁﬁSmeetrische Mehrpole

R
- Wy p Wi 2%) s

E5ly
'(W11 12W22W21)

1
(Wll 12 22W 1)
-1, i, |
(sz‘w 1W11W 2) 21 11 (W22"W21W11W 2)
. - S
glzgzé) gt

(yllylﬁ) -1
Yo1¥eo/
Bk -1 , w1
(hll A ’h11h12 ~, ) (511'g12g22g21
s e 1 -1
P21, h22”h21h11h12 | "8228p 822 /
=71 =1 : 1
(sz‘wzlwll 12) 21W11 - W22W 1(W11“W12W22W 1) L
- -1 SRS
_(?11 12\ -1 (y11‘y12y22y21) . ‘(yll‘ylzyzzyzl) y123’22 B
& O 2377 ped 2 A TRE
VaaWoa/ *.. (yzz"yzlyllylz) y213’11 (Yzz"yzlyllylz) S
(hll h12h22h21 hlzhzz) ( g11 ‘gnglz
TR L Ly s ik -1 -1
¥, ‘h22h21 ol Sl vy g216’11 g22 g21€11g12
v, R, Ty | i
, (Yzz"Y21Y11Y12) y213’11 % yzzyel(yll‘ylzyzzyzl) SR
| o SOV =1 e R
e h11h12 e “V11V12 -\ 11‘W12 22W21 12 22 P
Wip (" o=l Cooo=) G R M R |
21722/ y213’11 yzz y213’113’1 ‘ 22 21 W28 . s
-1 .,‘ S BT N
£ g <(g11‘312g22g21) ' “(gll‘glzgzzgzl) nggZ?)
0 \Heyo-8r1871810) " g21gll (gzz‘gzlgllglz)
y -1 =1 51 =1,
(gzz"gzlgllglz) g21g11 “‘g22g21(g11"g12g22g21) BRSY
s g poales Shy _ -1»ﬁ
- g11g1§> (hll 12h22h21) | "(h 12h22h21) hlzhzz
= i By -1
821802 (hzz 5157781 5) h21h11 (hzz h21h11 12>
-1yl 5, W N R
L 12) h21h11 = h22 21(h11 h12h22h21) -

(hez‘hzl o
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Klemmenzahlsymmetrische Mehrpole

ydeii", y12 ;é o, det y21 # 0, det w12 A o det w2l ;é 0

_,a) Uebertragungsunsvmmetrle T

- Kettenvorzelchen(oder symmetrlsche Vorzelohen)

-1
> Y-11Y12 _lo (W11“W12 22‘” 1) - (wpy- 22“’12‘”11)
il P =3

Y21922) (W12'W11W21W 2)7 (W i 1W12)

<, g o
<A22A12 - gy mhooly 2A11> '
' q7° i . |

A12 'A12A11
wzf 12712\ =X (y11‘3’12y22y21) <Y21“y22y123’11)
. \Wia1 Wap (le“'ynyzlyzz) (y22'y21y11y12)
Kt s _
o i - 1 g
ol WS i
Aol 21A22
N e R W v 1
| hs( 12 12)= (12 22 f11 ~F12hez 21)
\bhg hys/ -1 I |
e A aTh ey lA |
ge (E11812 _( 21411 . A2 ~Aoihy] 12)
gs b T T
\821822/ \ A1 A11A12

V‘\y als Funktlon von h bzw. g, W als Funktlon von h bzw. g
I> und h als Funktlon von y baw. w. w1e bei Klemmenzahlun—
,‘_symmetrle (Tab 15 ' g

- i A -1 -1
ics (A11A12 "3’21Y22 Y21 Wi ¥ 21 W12“'W11W21 22\
R T3 fud
Sphgg). \y12_ylly21y22 y113’21 Wol sz, ! "”21“’22
. =1 p=1 : S o S L
| (hlz"hllhzlhzz 11721 ( €21 ~821820 | _[821 .Va1):
s 1 AR ", 1 -1
“hoyhop o Bp1 /- \E1182] g12“311521g22,} o1 ho3

-1 L

S -1 | - R |
k- /(All_A12A22 21) (A21 A22A12A11) \> <h12 Y12
1 i

\(A?LZ g 21A22) <A22 A21A11A12) / \M2 €12

A



'uﬁNéch4Tabéile"3b,“;.'

“b) Uebertragunggsymmetrie
{fKéttéhVQféeiéhén .1{ : x> %
h ih' & g symmetrlsche‘
3 ’ 1.
2 | 11 22. 11 22 Matrlzen ;

‘ ¢fY11’ y22’;wll’ Wz
R :ylz.‘ff}fé‘]_"f. «Wlf-ww hl2 hél; g,lf‘%él"

A

~A

o 11A22 12A21 5 E’ 22A11 A21A12 2 E'

| Widerstandssymmetrie - .

g B A

””Ll’KétténVOrZeiCheﬁ S e DAL RS CA T 1y

G y12 "'yll ,’ % ; Wiz ‘

A11‘A22" A12"A12” A21"A21 e P



